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Un peu de complexité de Kolmogorov
Distance d’information

Distance d’information normalisée
Bonus : La distance du Web

Distance d’Information Normalisée
Ou: Comment avec un peu de théorie de la calculabilité on peut classifier des choses

dont on ne sait rien

Meven Bertrand

7 Février 2018
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Comment mesurer la complexité d’un mot ?

But du jeu : être capable de dire qu’un mot est « compliqué » ou « simple » :

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

vs

10001111111101110001010110011010010111001100001011101101100011

L’idée : ce qui est compliqué est ce qui est dur à décrire
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La complexité de Kolmogorov

On va utiliser abondamment :

un langage Σ (typiquement {0, 1})
des mots sur ce langage : des éléments de Σ∗ =

⋃
n∈N Σn

la longueur len d’un mot

Définition

La complexité Clang(x) du mot x dans le langage lang est la longueur du plus petit
programme écrit en lang qui produit le mot x.

On définit aussi Clang(x|y) complexité de x sachant y, où on donne au programme y
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Universalité

Théorème d’universalité

Il existe un langage univ « universel » : si lang est un autre langage, il existe
clang ∈ N tel que

Cuniv(w) ≤ Clang(w) + clang

On pose K(x) = Cuniv(x), c’est la complexité de Kolmogorov de x

De même, langage universel pour la complexité conditionnelle → K(x|y) complexité
de x sachant y
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Aparté : Mais comment diable construit-on ce truc ?

Définition

Si ϕ est une fonction récursive, on prend Cϕ(x) = min{p∈Σ∗|ϕ(p)=x} len(p).
Idem pour Cϕ(x|y) = min{p∈Σ∗|ϕ(p,y)=x} len(p)

Pour trouver ψ universelle, on prend

(ϕn)n∈N énumération (calculable) des fonctions récursives

ψ telle que ϕ(n, y, p) = ψn(y, p)

alors pour n ∈ N, Cψ(x) ≤ Cϕn (x|y) + cn où cn ne dépend que de n

Ce n’est pas tout à fait fini, avec ça on n’est pas sûr que Cψ(xy) ≤ Cψ(x) + Cψ(y)

→ programmes autodélimitants (de la forme 1len(p)0p)
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Quelques inégalités bien utiles

Disclaimer

les log sont en base 2

les (in)égalités sont rarement vraiment vraies, mais elles sont moralement vraies

K(x) ≤ len(x) (au pire, on réécrit tout x)

K(x, y) ≤ K(x) +K(y|x) +O(1) (au pire, on construit tout x, puis tout y)

K(x, y) = K(x) +K(y|x) = K(y) +K(x|y) (à un terme O(log(K(xy))) près)
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Comment mesurer la différence entre deux mots ?

But du jeu : dire que des mots sont « proches » ou « lointains » :

10001111111101110001010110011010010111001100001011101101100011

vs

01110000000010001110101001100101101000110011110100010010011100

ou vs

10001111111101110001010110011010010111001100001011101101100111

ou vs

01010100001010000111010001011101010001010111010111000000000010
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Quelques idées qui ne marchent pas

K(x|y)

Pas symétrique. . .
K(x|ε) = K(x) mais K(ε|x) = O(1)

K(x|y) +K(y|x)

C’est trop gros : il y a de la redondance entre x→ y et y → x

Solution

E(x, y) = max(K(x|y),K(y|x))
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Aparté : Mais pourquoi diable ce truc est-il bien ?

Formellement, si ϕ est calculable, on définit

Eϕ(x, y) = min
{p∈N|ϕ(p,x)=y∧ϕ(p,y)=x}

(len(p))

comme pour C, il y a ψ universelle, i.e. telle que

Eψ(x, y) = Eϕ(x, y) +O(1)

Et on montre

Relation pas facile

Eψ(x, y) = max(K(x|y),K(y|x)) +O(log max(K(x|y),K(y|x)))

donc E n’est pas loin de la distance universelle Eψ .
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Universalité de E

Distance d’information

Une distance d’information admissible est une fonction (totale, pas forcément
symétrique) D : Σ∗ × Σ∗ → R+ qui :

vérifie D(x, y) = 0 ssi x = y

vérifie
∑
x 6=y 2−D(x,y) ≤ 1 et

∑
y 6=x 2−D(x,y) ≤ 1

est approximable par le haut

Universalité de E

Alors E est une distance d’information admissible, vérifie l’inégalité triangulaire, et est
universelle :

E(x, y) ≤ D(x, y) +O(1)

Meven Bertrand Distance d’Information Normalisée
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Comment normaliser ?

Problème : E(x, y) = max(K(x|y),K(y|x)) dépend de la taille. . . Ne mesure pas la
similarité → il faut normaliser.

Par quoi diviser ?

la longueur : tue l’inégalité triangulaire

K(x, y) : si K(x) ≈ K(y) ≈ K(x|y) ≈ K(y|x), max(K(x|y),K(y|x))
K(x,y)

≈ 1
2
et pas 1

max(K(x),K(y)) marche !

e(x, y) =
max(K(x|y),K(y|x))

max(K(x),K(y)

est dans [0; 1], est une distance et est universelle

Meven Bertrand Distance d’Information Normalisée
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Comment calculer ?

Compression : rendre un fichier le plus petit possible
→ K, mais en pratique ! Approximation de K par Z = taille de x une fois compressé

Et K(x|y) ?
Rappel : K(xy) = K(x) +K(y|x), donc

e(x, y) =
K(xy)−min(K(x),K(y))

max(K(x),K(y))
≈
Z(xy)−min(Z(x), Z(y))

max(Z(x), Z(y))

On a gagné : c’est calculable !
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Inégalité de Kraft et interprétation probabiliste

Ensemble préfixe P ⇒ inégalité de Kraft :
∑
p∈P 2− len(p) ≤ 1

En particulier,
∑
x∈Σ∗ 2−K(x|y) ≤ 1 donc m(x|y) = 2−K(x|y) ressemble à une

probabilité !

Universalité

Si µ : Σ∗ × Σ∗ → R+ est telle que :

µ(·, y) est une mesure sur Σ∗ de masse ≤ 1

µ est approximable par le bas

alors µ(x|y) = O(m(x|y))
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La distance du Web

En approximant m(x) par N(x)
N0

(N : nombre de résultats dans une recherche, N0 :
nombre de résultats totaux) :

e(x, y) ≈
max(logN(x), logN(y))− logN(x, y)

logN0 −min(logN(x), logN(y))

Ce n’est plus du tout une distance ! Mais c’est quand même bien pratique. . .

Meven Bertrand Distance d’Information Normalisée
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